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RESUMEN

El siguiente trabajo tiene como objetivo estudiar un método de elementos finitos para
aproximar, la deformacién de una viga modelada por las ecuaciones de Timoshenko. En
particular, consideraremos una viga empotrada con discontinuidades en sus propiedades
fisicas. Dichas estructuras estan sometidas a fuerzas externas. Por lo tanto es muy importante
predecir deformaciones y tensiones para mejorar su diseno y resistencia. Para el andlisis del
problema, eliminamos la variable rotacion mediante un cambio de variable adecuado, de
modo que, el problema que estudiaremos se escribe en términos del desplazamiento y el
esfuerzo de corte. Analizaremos existencia y unicidad de solucién a nivel continuo y ademaés,

regularidad adicional de dicha solucién.

El esquema numérico esta basado en un método de elementos finitos, de modo que
el desplazamiento es aproximado con funciones cibicas a trozos, y el esfuerzo de corte con
funciones lineales a trozos. Demostraremos existencia y unicidad de solucién para el problema

discreto, resultados de convergencia y estimaciones del error.

Por tltimo, presentamos resultados numéricos que confirman los andlisis tedricos y que

muestran la independencia del método propuesto con respecto al espesor de la viga.
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INTRODUCCION

Estructuras delgadas con discontinuidades en su geometria o en sus propiedades fisi-
cas son usadas en diversas aplicaciones de ingenieria. Dichas estructuras estan sometidas a
fuerzas externas. Por lo tanto es muy importante predecir deformaciones y tensiones para

mejorar su diseno y resistencia.

En particular, en este trabajo estudiaremos vigas, modeladas por las ecuaciones de Ti-
moshenko. Las vigas son objetos elasticos que se usan en toda la ingenieria estructural, como
en la construccién de edificios, automéviles, pilares de puentes, aviones, etc. Estas vigas, al
ser sometidas a alguna fuerza externa, sufren deformaciones que afectan su estructura. Es por
esto que es de vital importancia estudiar como afectan estas fuerzas externas para predecir

los desplazamientos y determinar la resistencia que deben tener estas estructuras.

En esta memoria se realizé un revision detallada de dos articulos, los cuales fueron el
punto de partida y la motivacién de esta tesis. En primer lugar, Douglas N. Arnold en 1981
(ver [3]), estudi6é un modelo de vigas descrito por las ecuaciones de Timoshenko (ver [14, 15]),
donde la deformacién de la viga empotrada se describe en términos del desplazamiento
transversal w y la rotacién . Ademds, se presenta un esquema mixto que considera el
esfuerzo de corte V', mostrando que este método mixto tambien evita el efecto de bloqueo

numeérico.
La formulacién variacional presentada es: Hallar (8,w) € H}(I) x H(I) tal que:

/IE () 8 (@)€ (2) dw + 5 [ r(x) (B (2) — ! (@)) (€ (2) = v/ (2) d

2 ),
z/lf(ﬂr)v(:v)dﬂ/jg(x)n@)dx Y (n,v) € Hy (I) x Hy (1), (1)

“w o,

donde las comas representan derivadas espaciales de primer y segundo orden segin
corresponda, I := (0, L), donde L reprenta el largo de la viga y E y K son constantes
positivas. Por conveniencia y sin pérdida de generalidad se asume que £ = x = 1. La
formulacién variacional anterior tiene como problema fuerte asociado el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias:



—x) + (Bx) —w'(z) = f(z) en I,
t2(B(x ) w'(z)) = g(z) en I, (2)
w(0) = B(0) = w(L) = B(L) = 0.
En [3] se prueba que el problema (1) equivalente al sistema (2), tiene solucién tnica y que
depende continuamente de los datos f y g. Sea H~'(I) el espacio dual de H{(I) . Dados
f,9 € H'(I),0 < t <1, se tiene que existe un unico par de funciones (3, w) € H} (I)x H} ()

tales que
[F@¢ @it [ - @) €@) - @)de= [ @@

+/Ig(x)n(l’)dx7
3)

para todo (n,v) € H (I) x H} (I). Ademés, para p = 0,1,..., existe una constante C, que
depende solo de p, tal que

1Bllp+1r + lwllprrr + 218 = w'llpr < C (1 flp-11 + lgllp-1.1) -

Ademés en [3] se introduce como incégnita adicional el esfuerzo de corte escalado el que
definimos como V := t~2k(x)(S(z) — w'(x)). De esta manera el problema (1) es equivalente
a la siguiente formulacién variacional mixta: Hallar (8,w, V) € H}(I) x H(I) x L*(I) tal
que:
[ogs [vie-o= g e e mya < m),
I I I
@
/(ﬁ—w’)n—tQ/Vn:O Vn € L*(I).
I I

También en este trabajo se muestra que la formulaciéon mixta (4), posee solucién tinica que

depende continuamente de los datos.

Por otro lado, en [10] se analiz6 una aproximacién de una formulacién basada en el
momento flector de una viga no homogénea modelada por las ecuaciones de Timoshenko,
considerando una formulaciéon mixta que introduce como incognitas adicionales al momento
flector, definido por M(z) := E(z)8'(z) y el esfuerzo de corte escalado V := t?k(x)(B(x) —



w'(x)), de modo que el problema (1) se reescribe como sigue:

( M(z) = B(@)8(z) en I
—M'(z) +V(z) = g(x) en I,
V'(z) = f(z) en I, (5)
V(z) =t7k(B(z) — w'(z)) en I,

[ w(0) = B(0) = w(L) = B(L) = 0.

En dicho trabajo se considera que existen £, E, k, & € Rt tales que

E>E(@x)>E>0 Vrel,

Luego, testeando el sistema (5) con funciones test adecuadas e integrando por partes, obtene-
mos la siguiente formulacién variacional, donde por simplicidad, omitiremos la dependencia

de la variable z:
Hallar (M, V), (B8,w)) € H'(I) x H'(I) x L*(I) x L*(I) tal que

[%—l—ﬁ/j%—i—/jﬁ(f—f)—/jwé’zo V(r, &) € HY(I) x HY(I),
6
/]n(M'—V)—/IvV':—/Ign—/va V(n,v) € L*(I) x L*(I). o

Se mostro en [10] que el problema (6) satisface las hipétesis del Teorema de Babuska-Brezzi,
y por lo tanto (6) admite una tnica solucién que depende continuamente de los datos del

problema. Ademas, se presenta el siguiente resultado de regularidad adicional para la solucién
de (5).

Proposicién 0.1 Suponga que f,g € H'(I),1 =0,1. Sea (M,V), (8,w)) € H*(I)x H'(I)x
L*(I) x L*(I) la solucién del problema (6). Entonces, existe una constante C' > 0 , indepen-

diente det,g y f , tal que

lwller + Bl + IV s + 1M < CUlgller + 11 ler)-

Para resolver el esquema mixto discreto del problema (6) se consider6 aproximar el esfuerzo
de corte y el momento flector, con funciones lineales a trozos y continuas y aproximar el

desplazamiento transversal y la rotacion por funciones constantes a trozos. Finalmente en
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este articulo se establecen las versiones discretas de las hipdtesis de la teoria de Babuska-

Brezzi, para asi concluir la existencia y unicidad de solucion y estabilidad del problema.

El objetivo de este proyecto es estudiar una formulaciéon continua y discreta para el
modelo de vigas de Timoshenko en términos del desplazamiento transversal y la deformacién
de corte transversal. Con referencia a lo antes mencionado, el modelo descrito por la ecuacién
(1) es reformulado introduciendo la deformacién de corte transversal v :=  — w’, como se
propuso en [4], para el estudio de placas modeladas por las ecuaciones de Reissner-Mindlin.

De este modo, el problema (1) se puede escribir de forma equivalente como:

Hallar (v, w) € H tal que

[Eew) ey v [wm= [for [an+0) voven @
donde H :={(n,v) € H'(I) x H*(I) : v(0) =v(L) =0y (n+v')(0) = (p+v')(L) = 0}.

A diferencia de los trabajos [3, 10], en nuestra formulacién la variable w que representa
el desplazamiento transversal, serd aproximada en el espacio de las funciones cibicas con
derivada continua, de tal forma que sea subespacio de H*(I). Ademds, se pide que k(x) sea
una funcion continua sobre todo I y que su derivada sea continua por subintervalos, donde
estos subintervalos son determinados por los puntos de discontinuidades de x(x). Mostra-
remos que la formulacién variacional (7) satisface la hipétesis del Lema de Lax-Milgram a
nivel continuo y nivel discreto, concluyendo asi que existe una tnica soluciéon que depende
continuamente de los datos f y g. Ademas, presentaremos resultados de regularidad adicional

que nos ayudaran a establecer el orden de convergencia de nuestro método propuesto.
A continuacion se describe el contenido de los capitulos de esta memoria.

En el primer capitulo se presentan algunos conceptos clasicos de la teoria de formulaciones
variacionales, que seran de gran tutiles para demostrar existencia y unicidad de solucién de

nuestro problema.

En el Capitulo 2 comentamos los modelos mas estudiados en la teoria de vigas, hacien-
do énfasis en las diferencias entre dichos modelos y las respectivas ecuaciones diferenciales
que los modelan. Ademads, se explican las condiciones de contorno que dichas ecuaciones

diferenciales tendran asociadas.



En el Capitulo 3 se presentan resultados de existencia, unicidad y regularidad de la
solucién del problema (7), usando la teorfa clasica de formulaciones variacionales. Incluimos

también resultados numéricos que muestran el buen comportamiento del método propuesto.

Por 1ltimo, en el capitulo 4 se presentan las conclusiones de este trabajo y sus posibles

extenciones.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contiene resultados basicos y esenciales que permiten el desarrollo y la
comprensiéon del presente estudio, cuya finalidad es fundamentar de manera tedrica los re-
sultados obtenidos. Los temas considerados se enmarcan dentro de la teoria de problemas

variacionales.

1.1. Preliminares

Dado un abierto © de R, C*°(2) denota el espacio de funciones infinitamente diferencia-

bles definidas sobre 2. Para cada ¢ € C*(Q2) definimos su soporte por

sop () :={z € 2 : p(x) # 0}.

Ademas, introducimos el espacio de funciones

CP(Q) == {p € C(Q) : sop (¢) es compacto y sop (p) C Q}.

Definimos el espacio

L*(Q) := {u Q0 —R: / lu|?dz < +oo} ,
Q
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el cual es un espacio de Hilbert provisto del producto escalar
(U, v)gq = / wv dz, Yu,v € L*().
Q

La norma || - [jo0 : L*(2) — R, estd dada por

1/2
[ullog == {/ |UI2dx} , Yu e L*(Q).
Q

Ahora introduciremos el concepto de derivada distribucional para poder seguir definiendo

los espaciones que necesitamos en esta tesis.

Definicién 1.1 Dada v € L?(Q), se dice que v' € L*(), en el sentido distribucional,
si existe z € L*(Q) tal que

—/vgp’dx:/zgo Yo € C5°(92),
Q Q

y en tal caso se escribe v’ = z.

Usando la definicién anterior, se introduce el espacio de Sobolev
H'(Q) :={ve L*Q):v e L*(Q)},
provisto del producto escalar

(w,0), = / w dx + / u'v dx, Yu,v € H'(S),
Q Q
y la norma inducida || - |10 : H'(2) — R, que esta dada por

1/2
lullig = {llullge + W50} Vu€ H(S).

Se denota por H}(Q) a la adherencia de C§°(2) en H'(€), el cual es un subespacio de

H'(2). Este espacio se caracteriza por funciones que se anulan en la frontera de , es decir,
Hé(Q) = {U S Hl(Q) : U’ag = O} .
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De manera similar se define el espacio de Sobolev H?({2) como sigue:
H*(Q) :={ve H(Q):v" € L*(Q)},
el cual es un espacio de Hilbert provisto del producto escalar
(U, v)y o = / uw dx—l—/u”u’ dx+/u”’u” dr Yu,v € H*(Q),
’ Q Q Q
y la norma inducida || - [|o.q : H*(©) — R dada por
lullz = {llulloq + [@/llon + lu"llo}”®  Yu e HA(SQ).

A continuacién mostraremos algunos resultados que nos permitiran concluir la solubilidad

de problemas variacionales del tipo:

Hallar © € H tal que
B(u,v) = F(v) Vv e H, (1.1)

donde H es un espacio de Hilbert, B : H x H — R es una forma bilineal y /' : H — R es

un funcional lineal.

Hallar u, € Hy tal que
B(Uh,Uh) = F(Uh) Vv, € Hy, (12)

donde Hj es un subespacio de dimensién finita de H, B : H, x H;, — R es una forma

bilineal y F': H, — R es un funcional lineal.

Ahora presentaremos las condiciones para asegurar existencia, unicidad y estabilidad de

solucién de los problemas (1.1) y (1.2).

Definicién 1.2 Sean (H, (")) y (Q,(-,-)o) espacios de Hilbert reales. Se dice que
una forma bilineal B : H X () — R es acotada si existe una constante M > 0 tal que

|B(z,y)| < Mlzl|allylle V(z,y) € HxQ.

12



Definicién 1.3 Sea (H,(-,-),) un espacio de Hilbert y B : H x H — R una forma
bilineal. Se dice que B es fuertemente coerciva (o H-eliptica) si existe una constante
a >0 tal que

B(z,z) > o||z||3 Vz € H.

Teorema 1.1 (Lema de Lax-Milgram). Sea (H, (-,-) ;) un espacio de Hilbert real y sea
B : Hx H — R una forma bilineal, acotada y H-eliptica con constantes M y «,
respectivamente. Entonces, para cada F € H' (H' es el espacio dual de H) eziste un
unico uw € H tal que

B(u,v) = F(v) YveH

1
< =|F
lull < 1]

Demostracion.  Ver Teorema 1.1 en [9)]. O

Finalmente, pero no menos importante, enunciaremos un lema que nos permitira obtener
estimaciones del error, las cuales nos ayudaran a derivar propiedades de convergencia de

nuestro método de elementos finitos que presentaremos en esta tesis.

Lema 1.1 (Lema de Céa) Suponga que B es una forma bilineal acotada (con constante
M) y H-eliptica (con constante o). Sean uw € H y up, € Hy las soluciones de los
problemas (1.1) y (1.2), respectivamente. Entonces

M
lu—upllg < — f flu—ovpl|a.
Hp,

Demostracion.  Ver Lema 4.3 en [9]. O
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Capitulo 2

Teoria de vigas

Una viga es un elemento estructural elastico tridimensional donde una de sus dimen-
siones siempre es mayor que las otras dos. La propiedad de elasticidad de la viga hace que
cuando se le aplica una carga, produce el fenémeno llamado flexién. Conocer las tensiones y
esfuerzos producidos por dicha flexién es de gran importancia en ingenieria estructural, para
calcular las cargas que puede soportar una viga que posee determinados parametros fisicos

y geométricos, sin colapsar.

En este capitulo, presentaremos dos modelos clasicos de vigas. Estos modelos son el de
Euler-Bernoulli (TVE) y Timoshenko (TVT). Para describir las modelos de vigas, introdu-
cimos el sistema de coordenadas (x,y, z), donde z es la coordenada asociada al largo de la
viga, y es al coordenada asociada al ancho y z la coordenada asociada al espesor de la viga.
Desde ahora en adelante, la tripleta (u, v, w) representard las componentes de desplazamien-
to sobre las coordenadas (z,y, z) y wy corresponderd a la flexién transversal de un punto en
el semiplano. Para nuestro estudio, asumiremos que el desplazamiento w es cero. En lo que

sigue, analizaremos los modelos de vigas mencionados anteriormente.

2.1. Teoria de vigas de Euler-Bernoulli (TVE).

La teoria de vigas de FEuler-Bernoulli es el modelo de viga mas simple. En este modelo

las fibras normales al plano medio antes de la deformacién permanecen normales al plano

14



medio después de la deformacién. Este supuesto nos indica que no estamos considerando

deformaciones transversales normales ni de corte.

Las ecuaciones basicas de la teoria de Euler-Bernoulli son las siguientes:

dw
E _ 0
u”(x,2) = el
wh(z,2) = wy'(z),

donde el superindice E denota que las cantidades son referentes a la TVE.

Para obtener las ecuaciones de movimiento para las vigas Euler-Bernoulli, consideremos

primero la energia de deformacion virtual U, la cual estd dada por:

L
5U:/ /amésmdAdm (2.1)
0 Ja

donde ¢ es el simbolo de variacién, A es el area de la seccion transversal de una viga uniforme,
L el largo, 0., la tensién axial y ¢,, la deformacién normal. Notamos que la energia de
deformacion asociada a la deformaciéon de corte es nula en la teoria de vigas de Euler-

Bernoulli.

Usando la relacién lineal de deformacion-desplazamiento,

ou® d*wl

Epp = —— = —2
ox dz?’

/ d25w0 .

donde MZE es el momento flector definido como

en la ecuacién (2.1) obtenemos

Mf;:/zamdA.
A

Asumiendo que la carga transversal ¢(z) actia sobre el eje centroidal de la viga y que

no se aplican mas cargas, la energia potencial virtual de la carga ¢ esta dada por
L
oV =— / qowy dz.
0

15



El principio de desplazamientos virtuales establece que, si un cuerpo esta en equilibrio,

entonces el trabajo virtual total realizado satisface 0W = U446V = 0. Por lo tanto, tenemos

d?s
oW = _/0 (Mai du210 + q5w0> dx = 0. (2.2)

Integrando por partes dos veces el primer término en la ecuacién (2.2) se obtiene

L @ME déwE  dME r
/0 (— - —q) 5w0dx—|—lM£ dwo - = E} = 0. (2.3)
0

Dado que dwf es arbitrario en (0 < x < L), obtenemos la ecuacién de equilibrio

d*ME
— 5~ =¢ para 0 <z <L. (2.4)
x

Es 1til introducir la fuerza de corte QF y reescribir la ecuacién de equilibrio (2.4) de la

siguiente forma:

_dM
— Q7= 0,
Lo (2.5)

dx

La forma de las condiciones de contorno de la TVE esta dada por el término de frontera en

la ecuacién (2.3). Es claro que el desplazamiento w{’ es conocido o bien la fuerza de corte Q¥
E

dw
es especificada en un punto sobre la frontera. Ademas, la inclinacién T Y es especificada o
T

bien el momento flector ME es conocido en un punto de frontera. Asi, tenemos que especificar

wl QF = dMZE
. dr
2.6
dwéE © . (2:6)
dl’ sz

dw¥

Especificar wy o d—o se conoce como una condicién de contorno esencial, cinematica o
x
geométrica mientras que especificar Q¥ o ME se conocen como una condicién de contorno

natural, estatica o de fuerza.
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Usando la ley de Hooke, podemos escribir la tensiéon axial como

2, E
d“wy
dz?

Oz = E:L‘gxx = _E:cz

donde F, es el médulo de Young. Asi, obtenemos lo siguiente para el momento flector

2, E
d“wy
me;

ME = / 20,.dA = —D (2.7)
A

donde D, = E,I,, es la rigidez de flexiéon de la viga e I, es el segundo momento de drea

con respecto al eje y, el cual se define como I, = f 4 2?dA. El reemplazo de la ecuacién (2.7)

en las ecuaciones (2.5) y (2.6) nos permite obtener la ecuacién que gobierna la TVE, la cual

esta dada por:

d? d*wt

@( MW; =q para 0 <z < L. (2.8)
A continuacion, se especificaran las condiciones de contorno asociadas a una viga de

Euler-Bernoulli, que dependeran del estado en que encontremos la viga, ya sea, con sus

extremos empotrados, apoyados o libres.

» Viga simplemente apoyada : En este caso, el desplazamiento transversal w{ es

conocido y su valor es cero. La fuerza de corte QF es desconocida, pero el momento
wy
dz

flector ME conocido, mientras que la derivada es desconocida.

E
» Viga empotrada : En este caso, el desplazamiento transversal wl y la derivada d—o
x

se especifican y su valor es cero. La fuerza de corte QF y el momento flector ME son

desconocidos.
E
= Viga libre : El desplazamiento transversal y la derivada d—o son desconocidos. Mien-
x

tras que momento flector y la fuerza de corte se especifican.
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2.2. Teoria de vigas de Timoshenko (TVT).

La teoria de vigas propuesta por Timoshenko, se basa en el campo de desplazamientos

u'(z,2) = — 29" (v),

w (z, 2) =wi (v), (2.9)

donde u y w representan las mismas cantidades que en la teoria de Euler-Bernoulli, ¢ co-
rresponde al dngulo de rotacién de la seccién transversal (ver Figura 2.1) y el superindice
T denota que las cantidades se refieren a la TVT. En la teoria de vigas de Timoshenko el
supuesto de normalidad de la TVE es relajado, es decir, que las fibras de la viga no perma-
necen necesariamente perpendiculares al eje de la viga despues de la flexién. Ademés en la
TVT se consideran las deformaciones por corte, y por lo tanto se pueden considerar vigas

cortas (a diferencia de Euler- Bernoulli).

Undeformed (L
)s ; z % >, ug

r——>

Z,Wo

_ dwg

TBT

(uo, wo)

Figura 2.1: Deformacién tipica de la viga de Timoshenko-

De las ecuaciones de desplazamientos (2.9), podemos desprender mediante derivacion,

las relaciones de deformacién-desplazamiento como sigue:

. 8uT_Zd¢T
o 9 Tda

out  owt . dwl
W= et T

donde g, es la deformacion normal y ¢, es el esfuerzo axial. Notamos que la deformacién

transversal de corte es no nula. Por lo tanto, la energia potencial virtual 0U incluye la energia

18



virtual asociada a la deformacién de corte, es decir,

L
ou = / /(Umésquamé%Z)dAdx
0 Ja

L T T
N / / 00z 4o, (567 + P00 ) | g Ade
A dx dx

_ / {MT dog” + Q7 (5¢T + %ﬂ dz.
0

xrx d

Aqui, 0., es la tensién normal, 0., la tensién transversal de corte, y ML y QT son el

momento de flexion y la fuerza de corte, respectivamente:

M_,Z;::/zamdA =, ng/amdA.
A A

Como antes, asumimos que la carga transversal ¢(x) actia sobre el eje centroidal de la

viga de Timoshenko. La energia potencial virtual de la carga transversal ¢ estd dada por

oV = —/L q(z)owd dx (2.10)

Sustituyendo las expresiones para 60U y oV en W = 06U + 0V, e integrando por partes,

obtenemos

oo’ do
0 = /0 [Mg; d¢ +QT(5¢ + dw0>—5wgq]dx

L T .
- /o K d]c\i4m+QT)5¢ +( % )5“’5] do + [ML,06" + QTow]]

Sustituyendo los coeficientes dwl y d¢” en 0 < x < L por 0, obtenemos las siguientes
ecuaciones de equilibrio:
_dM, T
Cdr

_def

+ QT = - (2.11)

Las condiciones de contorno de la teoria de vigas de Timoshenko que se tienen que

especificar son de la forma:

wy Qs
6 (2.12)
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Usando las relaciones constitutivas
Ogx = E:J:Exxa Ogz = szﬁ)/mza (213)

donde G, es el mdédulo de corte, podemos expresar el momento de flector y la fuerza de

corte en términos de los desplazamientos generalizados (wg , ¢7)

¢T
ML = /A 202 = Dy (2.14)
d T
Qg; = Ks/Aa—xsz = KA., (¢T + %) ’ (215)

donde

D,y = / E{L'ZQdA = Em[y% A, = / Gp.dA = GxZAv
A A

y K es el factor de correcion de corte que introducimos para compensar el error que aparece

por suponer una distribucion de esfuerzo de corte constante a través del espesor de la viga.

Si sustituimos el momento flector y la fuerza de corte en las ecuaciones (2.14) y (2.15)
en (2.11) y (2.12), obtenemos las ecuaciones y condiciones de contorno en términos de los

desplazamientos generalizados:

d do’ dwl
——— Dy |+ KA. (0T +—=2) = 0 2.16
dz ( dz ) * <¢ * dx ) (2.16)
_ 4 KA., (o7 + dwy = (2.17)
dﬂ? s4txz dl’ - Q7 .
para0 <z <Ly
dw?l
KsAmz T _0
wy (¢ * dx )
0
T T
d
¢ p. 4o

especificados en la frontera.

Las condiciones de frontera comunes asociadas con la teoria de vigas de Timoshenko se

dan a continuacién:
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» Viga simplemente apoyada : El desplazamiento w] es cero y la fuerza de corte QT
es desconocida. Ademds, el momento flector M2 es conocido, mientras la rotacién ¢

es desconocida.

» Viga empotrada : El desplazamiento transversal wl y la rotacion ¢ son cero, mien-

tras que el momento flector y la fuerza de corte son incognitas.

= Viga libre : En este caso, el desplazamiento transversal y la rotacion son desconocidas,

T

mientras el momento flector M y la fuerza de corte QI se conocen.
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Capitulo 3

Método de elementos finitos libres de
bloqueo para problemas de vigas

Este capitulo tiene como objetivo analizar una formulacién para estudiar la deforma-
cién de una viga modelada por las ecuaciones de Timoshenko. Dicha formulacion se obtiene
eliminando la variable rotaciéon en términos de las deformaciones transversales. Para esto,
introduciremos una variable en el modelo, la cual nos ayudara a obtener una formulacién
variacional, donde el desplazamieno transversal serd discretizado en H?(I), debido a la apa-
ricién de segundas derivadas en dicha formulacién. Esta idea fue usada recientemente en [4]
para placas Reissner-Mindlin. Mostraremos que la formulacién variacional resultante posee
una unica solucion que dependera continuamente de los datos. También estableceremos resul-
tados de regularidad adicional de dicha solucion. Ademsds, escribiremos un esquema discreto

y obtendremos estimaciones del error con constantes independientes del espesor de la viga.

3.1. Formulacién variacional

Iniciaremos esta seccién analizando el modelo clasico de vigas de Timoshenko descrito
por las ecuaciones (2.16) y (2.17), donde la deformacion de la viga se describe en términos del
desplazamiento transversal w y la rotacion de la seccién transversal 8. Luego dicho modelo
serd reformulado en términos de un cambio de variable adecuado. Sea x la coordenada

en la direccién axial. Las ecuaciones para el desplazamiento de una viga de Timoshenko
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empotrada, sometida a carga distribuida f(x) y el momento de carga g(z) es la siguiente

(ver [13, 15]):

Problema 3.1 Hallar (8,w) € H)(I) x Hy(I) tal que:

/ E(2)1(z) 8 (2)€ (z) dz + / G (2) A(2) k. (2) (8 (2) —w' (2)) (€ () — o/ (2)) de

1 1

Z/If(x)v(ﬂﬁ)dwr/ﬁ(x)f(x)dz V(& v) € Hy (I) x Hy ().

1

En este modelo se tiene que:

Variable Descripcién

E (z) Médulo de Young

I(x) Momento de inercia de la seccién transversal
A (z) Area de la seccién transversal
G(x)=E(x)/(2(1+v(z))) | Mdédulo de corte, con v (x) el radio de Poisson
k. (z) Factor de correccién

I:=(0,L) L largo de la viga

Es bien conocido que cuando el espesor de la viga es pequeno y el Problema 3.1 se
discretiza con elementos finitos estandar, se produce el fenémeno de bloqueo, el cual es
concecuencia de la diferencia entre la magnitud de los coeficientes y las diferentes variables del
modelo (ver [3]). Una estrategia adecuada para analizar este problema, consiste en reescalar
el Problema 3.1 para asi identificar una familia de problemas con un limite bien puesto a
medida que el espesor tiende a cero. Con este objetivo, introducimos el siguiente parametro

asociado al espesor de la viga,
1 I(x)
t2=— [ —"2_d
L /] A(x)L2""

el cual asumimos puede tomar valores en el intervalo (0, 1]. Definimos ademés

Asumiremos que k(z) es una funcién continua en /. Supongamos que existen constantes
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E,E, k%€ Rt tales que

E>E@)>E>0 Vrel, (3.1)

E> k(x) >Kk>0 Vrel. (3.2)

Ademads, asumiremos que la derivadas E'(x), x'(z) y £”(x) son suaves a trozos. Mas precisa-
mente, existe una particion 0 = so < --- < s, = L, del intervalo I, donde s;, 2 =1,... ,n—1
son los posibles puntos de discontinuidades de s’ y E. Si denotamos S; := (s;_1,S;), asu-
miremos que x/'(x) € L¥(I), E;j(x) := E(z)|s, € W?>(S;) y £/(z) := &"(x)|s, € L=(S;),
1 =1,...,n. Esta suposicién sobre los parametros fisicos y geométricos nos permitira realizar

el andlisis de la formulacién.

Asi, el Problema 3.1 se puede escribir equivalentemente de la siguiente manera, donde a

partir de ahora omitimos la dependencia de la variable axial x:

Problema 3.2 Hallar (8,w) € HY(I) x HY(I) tal que:
! ¢! 1 !/ /
JEse+ g [wB-wie=v)= [or g6 view e mm = H ).

Para cada t > 0, la forma bilineal del lado izquierdo en el Problema 3.2 es eliptica y por
lo tanto por el Lema de Lax- Milgram, este problema tiene tinica solucién que satisface la

siguiente estimacion:

lwllr + 18l + 7218 = w'llor < C (I fllo.s + llgllo.r) -

Con el objetivo de demostrar regularidad adicional de la solucién, introducimos como incogni-
ta adicional el esfuerzo de corte escalado V := ¢t ?k(8 — w'). A continuacién presentaremos

una proposiciéon que muestra la regularidad adicional para el Problema 3.2. Denotemos
X'={ve H'(I):v|s, € H*(S;),i=1,...,n},

Xo={ve Hy(I):v|s, € H*(S;),i=1,...,n},
X?={ve H*(I):v|s, € H*S;),i=1,...,n}.

24



Proposicion 3.1 Suponga que existe una particion 0 = so < --- < s, = L, del intervalo
I, si denotamos S; == (s;_1,8;), i = 1,...,n. Ademds asumimos que g, f € H'(S;). Sea
(B,w) € HY(I) x HY(I) la tinica solucion del Problema 3.2. Entonces, existe una constante
C > 0, independiente de t, g y f, tal que

- 1/2 ) 1/2
lwlle.r + 18llir + VI + <§:Hw”ﬁ&> ‘+<§:WW%&>
=1 =1
. 1/2 " 1/2
' (z nﬁ"'uasi) + (z ||v"||3,sl.)
=1 =1
@ @ 1/2
S‘7QV%J+Hm%r+§:Mﬂﬁ&+§:Wfﬁ&)
=1 =1

(W g s+ g s, + s 1B s, )

donde V :=t72k(8 — w') € L*(I) es el esfuerzo de corte escalado.

Demostracion. Consideremos la siguiente descomposicién del esfuerzo de corte:
V=Y +k, (3.3)

1
con k = (Z/V) € Ry € H)(I). Tenemos que el Problema 3.2 y el siguiente son
I
equivalentes: Hallar (¢, 8, k,w) € Hy(I) x Hy(I) x R x Hj(I) tal que

/w - [0 wem,

I
/Eﬁ’n”r/kn:/gn—/w’n Vn € Hy(I),
I I I I
/ﬁq—tz/ﬁzﬁ/ﬂ Vg € R,
I Ik IR
/w’é’:/ﬁd’—ﬂ/é—k—#/ﬁ Vo € Hy(I).
\ JrI I 1k 1k

Para este problema, tenemos que para cualquier ¢t € (0,1] y f,g € L*(I), existe una
tinica solucién (v, 8, k,w) € HY(I) x HI(I) x R x H}(I). Més atn, existe una constante C
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independiente t, g y f, tal que

1@l + 181 + [kl + [[wllr < Clllgllor + 1 1lo.r)-

En efecto, dado f € L*(I), por el Lema de Lax-Milgram, tenemos que existe una tnica
Y € H}(I) solucién de la primera ecuacién de (3.4), que satisface ||1||1.; < C|| fllo.r- Ahora,
para todo t € (0, 1] podemos aplicar el Teorema 5.1 de [3] para mostrar que existe una tnica

solucién (B, k) € HY(I) x R de segunda y tercera ecuacién de (3.4) y ademds

1Bll.r + [kl < Cllgllo.r + [1¥"lo.r) < CUliglo.r + 1 llo.r),

donde la constante C' es independiente de t. La estimacion de ||V||;,; se deriva de la descom-
posicién (3.3) y de la regularidad adicional de 1" = f en I. Asi, concluimos de existe C' > 0

independiente de t, f y ¢ tal que

WBr + IV < Clllgllor + I fllor)- (3.5)

Ahora, obtenemos por el Lema de Lax-Milgram, que existe una tnica solucién w € H} (1)

de la cuarta ecuacién de (3.4). Eligiendo § = w, obtenemos que

wll,r < CUBllos + 1B+ |4 lo,1) < Cllgllos + 1 f]lo,r)-

Ademds, de la cuarta ecuacion de (3.4) se puede concluir que w € H*(I) N H}(I). En efecto,

integrando por partes y usando la descomposicién (3.3), se sigue que

/Iw”az/lﬁ’a—ﬁ/[(%)la Vo € Hy(I).

Asi, considerando 6 € D(S;) obtenemos que

w”—ﬁ’—tz(v),—ﬁ’—ﬁ (Ljﬂ/) el (3.6)

K K

Luego, tomando norma L?(I), usando desigualdad triangular, considerando que xk < &, k' €

L>(I) y que t < 1, tenemos que

lwllo.c < C B Mo + VMo + 1V llo.sl15 loe.1)
< C+ 18 llso.r) (gllox + [1Fllor)

de donde se concluye que w” € L*(I), lo cual implica que w € H?(I).
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A continuacién, para todo i = 1,...,n, considerando v € D(S;), tenemos del sistema

(3.4) primera ecuacién y de la descomposicién (3.3) que:
"=V'=f en Si<=V"=fcL*S) en S,

Tomando norma en S; y sumando sobre i tenemos que:

n 1/2 n 1/2
<Z HV”H%,S,) = (Z If 8,&.) . (3.7)
=1 =1

Ahora, usando la segunda ecuacién del sistema (3.4), integrando por partes y usando la

descomposicién (3.3) tenemos lo siguiente:

/I(Eﬁ’)'HZ/IVn—/Ign v € Hy(I).

Luego, para todo i = 1,...,n, considerando n € D(S;), tenemos que
(EB) =V —g en S,

implicando que v o
—gls; — L&y

ﬁ” S — E@ &l (38)

Ahora, tomando norma en S; y en virtud de (3.1), se tiene

2

B/

Vi=1,...,n.

18715.5, < C (IVllo.s, + llgllo.r + 1Bl sc,s. 15 ll.,)

Luego, sumando sobre i y en virtud de (3.5) obtenemos lo siguiente:

" 1/2
1/2 ,
(Z ||ﬁ"||§,si> < QI+ ol x (24 mix IBlles ). (39)
i=1 ==
Derivando 3"|s, en (3.8), para todo i = 1,...,n, tenemos que
g = BilVls = d'ls. = E/Bls, — Eif’ls) — EiVls + Eigls, — (E)°F'ls,

i E2 )

)

tomanto norma en S; y en virtud de (3.1), se tiene

18”155, < C UV llos, + 19 llo.s, + 1E] e,
+ Bl lo.s; + [ Eill.s,

B'llo,s,
Vllo.s, + | Eillsc.s,

gllo.s. + I1E% s,
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Luego, sumando sobre i y en virtud de (3.5) obtenemos lo siguiente:

" 1/2 n 1/2
(Z ||@"'||3,si) <cC (nfné,f + gl +> ||g'||%,si+) (s I + i 1, )
1=

i=1
Derivando w” en (3.6), para todo i = 1,...,n, se sigue que
w/” _ /3// _ t2 (V’I{ _2 VK//)/ . Sl
K

- V" — VK" k2 —4 V'k — VK| 2k en ..

K
- 26K — K2K"|V Z 262V + K3V en S,

K

Ahora, tomando norma en S; y en virtud de (3.2), se tiene

Vlo.s, + V' llo.s + IV”

2
o,sl-) .

s < c<|wuo,si (s + s

Asi, sumando sobre i, considerando (3.7) y (3.9), obtenemos que:

(Z Hw”’llﬁ,si> < C <I|f||§,z +lglles + > ||f’||§,si>
i=1 i=1

1/2
(I + s s + 1Bl )

Finalmente, de las desigualdades anteriores y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

obtenemos:

n 1/2 n 1/2
o1 + 1Bl + VI + (ZHw”’II%,si) +(leﬁ”||3,si)
i=1 i=1

|w
n 1/2 n 1/2
N (zwna&) N (anna&)
=1 =1

n n 1/2
< C <||f||§,1 +lglies + D NgllEs, + D ||f’||3,si>
i=1 =1

, , 2 ,
(9 + s+ s I, + 17, ).

lo que concluye la demostracion.
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Observacion 3.1 Es importante resaltar que en el resultado anterior se usa que k(z) €
CY(I) y que ' € L>(I). Si esto no ocurre entonces dicho resultados no es vdlido.

Considerando el siguiente cambio de variables:

vi=p8—w, (3.10)

donde la interpretacion fisica para «y es la deformacion de corte transversal, el modelo descrito

en el Problema 3.2 se puede escribir de forma equivalente como (ver Lema 3.1):

Problema 3.3 Hallar (v, w) € H tal que

/QN7+UOWH+UY+fQ[ﬁWF=[fv+[gm+W3 V(n,v) € H,

1

donde H := {(n,v) € HY(I) x H*(I) : v(0) = v(L) =0 y (n+v')(0) = (n+v')(L) = 0}.

Este espacio H se dotard de la siguiente norma de la energia que depende del espesor de la
viga:

11 o) = [+ 15, + 2 nll6, + 1ol -

Observacion 3.2 La idea del cambio de variable (3.10), donde la rotacion se escri-
be en terminos de deformacion de corte transversal y la derivada del desplazamiento
transversal ha sido recientemente usada en [4] para placas Reissner-Mindlin.

Observacion 3.3 FEs posible relacionar el esfuerzo de corte escalado con la deforma-
cion de corte transversal. En efecto,

V=t2(B-uw)=t"2ky en I (3.11)

Reescribimos el Problema 3.3 de la siguiente manera:
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Problema 3.4 Hallar (v, w) € H tal que

A((y,w), (n,v)) = F(n,v) V(n,v) € H,

donde la forma bilineal A : H x H — R y el funcional lineal F : H — R estdn definidos

por:

A((y,w), (m,v)) = / E(y+w) (n+0) + 62 / kY (aw), (n,0) € H,

F(n,v):/lfv—l—/]g(n—l—v') V (n,v) € H.

A continuacion presentaremos un resultado que establece la equivalencia entre los Pro-
blemas 3.2 y 3.4.

Lema 3.1 Los Problemas 3.2 y 3.4 son equivalentes, esto es (8, w) € Hy(I) x Hy(I) es
solucion del Problema 3.2 si y solo si (y,w) € H es solucion del Problema 3.4, donde
v:=04+uw.

Demostracion.  Sea (8,w) € Hy(I) x H}(I) solucién del Problema 3.2. De la Proposicién
3.1 tenemos que w € H?(I), luego definiendo « := 3 —w’ € H'(I), tenemos que (v, w) € H.

Ahora, notamos primero que la formulaciéon variacional del Problema 3.2 tiene como

problema fuerte asociado el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:
—[ER) +t2k(B—w') =g en I,
t2k(B—w) = f en I, (3.12)
w(0) = B(0) = w(L) = B(L) = 0.
El modelo anterior es reformulado considerando v := [ + w’. Asi el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias (3.12) se puede escribir de forma equivalente como:
—[E(y+w)] +t 2wy =g en I,
t2 k] = f en I, (3.13)
w(0) = (v +w')(0) = w(L) = (y +w')(L) = 0.
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A continuacidn, sea (n,v) € H testeando la primera ecuacién de (3.13) con una funcién test

1N+ v e integrando por partes, obtenemos lo siguiente:

/g<n+v’) = —/[E (7+w’>'}'(n+v’)+t‘2/m(n+v’),

I 1 I

L
+¢72 //-@7(77 + '),
I

= [BO+wY oy + B+ ) (g +0)

I

= [Ba+wyar oy +¢* [m+v) Vo e (3.14)

Testeando la segunda ecuacién de (3.13) con la funcién test v e integrando por partes, se

[ro=e2 [

=t /lwv’ + [ky] v
I

sigue que:

L

?

0

= —t2/r<ryv’ V(n,v) € H. (3.15)
I

Asi, sumando (3.14) y (3.15), tenemos que el sistema (3.13) es equivalente al Problema 3.4.

Reciprocamente, sea (v, w) € H solucién del Problema 3.4. Como w € H?(I) y considerando

la primera condicién de contorno w(0) = w(L) = 0 del espacio H se tiene que w € H}(I).

Ahora, definiendo 3 :=~ +w' € L*(I) y derivando esta variable se sigue que:
B =+ +w"el*I)= BeH).
Utilizando la segunda condicién de contorno del espacio H tenemos que:
0= (y+w)(0) = B(0) = (v +w')(L) = B(L),

se sigue que 3 € H}(I). Finalmente, notar que del Problema 3.4 se puede obtener el Problema

3.2, considerando la equivalencia de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (3.13)
y (3.12).
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A continuacién, analizaremos existencia y unicidad de soluciéon de la formulaciéon pre-
sentada en el Problema 3.4 y estableceremos resultados de regularidad adicional de dicha

solucidn.

Primero mostraremos que la forma bilineal A(-,-) y el funcional F(-) estdn acotados
con constantes independientes del espesor de la viga. Para demostrar la continuidad de la

forma bilineal A(-,-) usaremos desigualdad triangular, la desigualdad Cauchy-Schwarz y las

/ Kn
I

< El|(v + @) [losll(n + ) llor + ] 7llo.rl nllo.r
< Elly + w'[[vlln+ 2Vl + 7| yllo.rl llo.r

hipotesis sobre los pardmetros E y k. En efecto:

|A((y, w), (n,v))] < +¢72

[EG+w) @y

I

<G {Hv +w'lilln + ]l + tZH’VHo,IHT]Ho,I}

1/2
2
0,1

1/2
< {Hv+w’Hiz+t2!hH§7z} {Hn+v’|\?,1+t2Hn
< Cu (v w) ||zl (0, )|,

donde la constante C} = {E, E} es independiente de ¢.

Ahora, para el funcional lineal F(-), usaremos la desigualdad de Cauchy-Schwarz obte-

/va /19(77 + ')

< |Ifllo.cl|vllo,r + llgllo,r|n + V|01

1/2 1/2
< {!If!|§,1+|!g!|§,1} {Ilv f,1+||n+v’|!o,z}

1/2
< Cy {HUH?J + [+ v’Hu}

< Co |[[(n, )],

niendo lo siguiente:

|F'(n,v)| < +

1/2
donde Cs = {||f||(2)l + ||9||(2)1} :
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De este modo hemos visto que la forma bilineal y el funcional son acotados con constantes

independientes de t.

A continuacion enunciaremos dos lemas que nos ayudaran a mostrar que la forma bilineal
A(-,-) es H-eliptica.

Lema 3.2 Sea I = (0, L), entonces existe una constante Cs = Cs(I) > 0 independiente
de t, tal que

Cs In+v |3, <N m+v) 15, V(nv)€eH

Demostracion. Sea (n,v) € H y x € (0, L), usando que (n+ v")(0) = 0 se sigue que
| (n+0) (@) = [(n+ ) (z) = (n+ ) (0)]

= | /09: (n+") (s)ds
) /Oz z 12 ; ro
<(f o)

< || (i + ') Jlo.r

L-(p+) (s)ds‘

oy ofas)

Por otro lado,

L
I+ 12, = / (1 +0) (2) e

L
< / 2| (n+ o) |2y
0

L2 "N 12.
=l o+ ) I (3.16)
Asi,
g+ VIR <+ 1,
2
donde C3 = 7o [l
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Lema 3.3 Sea I = (0, L), entonces existe una constante Cy = Cy(I) > 0 independiente
de t, tal que

Cy |loll; < lln+v'lle, +t2lnlls; ¥(n,v) € H.

Demostracion. Primero notar que por desigualdad triangular obtenemos

[V llo.r < llm + '

o1 + [[nllo,r-

Por otro lado, usando la desigualdad de Poincaré y la desigualdad anterior se tiene que:

ol < 2,
< 222 (I + o1, + 2l = oo + 1ol
= 2 (I o1+ 20+ sl + )
< Z552 (I 1+ 4 00+ 2l + 2l

< (L*+2) (| +'

0.0+t mllo.r) -

Asi,
Cu ol < lln+2'll5; + 231
1

donde 04 = _[/2——}—2

g

Gracias a los lemas anteriores podemos presentar el siguiente resultado que muestra la

H-elipticidad de forma bilineal A(-,-) con constante independiente del espesor t.

Lema 3.4 Fuxiste a > 0, independiente de t tal que

A((n,v), (n,v)) > alll(nv)lllz  V(n,v) € H.

Demostracion.  Sea (n,v) € H. De acuerdo a la definicién de la forma bilienal A(-, ),

tenemos

zWW%WWz/EM+MT+W/m2%mw6H

1 1
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ahora utilizando (3.1) y (3.2), y separando términos tenemos que:

Al(n,v), (n,0)) = || (n+ )Ml + tsllnll5 .

E
E E s t7%k %k
2

I+ I+ oY R+ S s+ 2 Il

E
aplicando el Lema 3.2 al primer término ?H (n+v")' (|5, v (3.16) al segundo término, se
sigue que:

12k
2

12k
2

E £
A((n, v), (n,0)) = In+2'l1%s + 5l + 16 + —=Inllos + —=lInllo.r,

L2242
> L el B+ and I+ 2, + 22,
=142 17 M, , [

E
donde a; = min {ﬁ, %}, usando el Lema 3.3 sobre al{Hn + |5 + t_2H77H3,1} tenemos:
E 2 t_gﬁ 2 a1
A((n,v), (n,v)) > 2+ 2 7+ vl + THUHO,I + LQ—HHUHLL

finalmente tomando minimo sobre todos los términos, se concluye que:

A((n,v), (n,v)) = a{ I + '3+ ¢l + HUH?,I}

= o ll(m, )III%

E 631
L2422 1242

[

donde av = min { } Lo que concluye la demostracion. O

A continuacién presentamos el resultado de existencia y unicidad del Problema variacio-
nal 3.4.

Teorema 3.1 Euxiste una unica solucion (v, w) € H del Problema 3.4 que satisface la
siguiente estimacion:

v wllle < C U llo.r + llgllos) (3.17)

donde C' es independiente del espesor t.

Demostracion. En virtud del Lema 3.4, la demostracion se obtiene de la aplicacién directa
del Lema de Lax-Milgram (Ver Teorema 1.1). O
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En lo que sigue, estableceremos un resultado que muestra regularidad adicional de la
deformacion de corte transversal 7, el cual sera usado para establecer la estimacion de error

del método que introduciremos en la siguiente seccion.

Proposicién 3.2 Sea g, f € H'(S;) y sea (v,w) la tnica solucién del Problema 8.4.
Entonces v € X', y

(Z 75_QII'V”IIS,si) < C <||f||(2),1 +lglgs + > 191G+ ||f’H§,si>
=1 =1

=1
(2 1l + s s ).

donde C' es independiente del espesor t.

Demostracion.  Para establecer este resultado usaremos la Proposicién 3.1 y (3.11). En

v
efecto, por (3.11) se tiene que t~2y = —. Luego derivando dos veces se sigue que
K

V1" [Vie=V&]
2. n _ | _ | v )
o ] s
 V'E = VKR = [V'k—VK]2k
— -
26K = EPRVTV = 262V 4 RV
— g

Luego, tomando norma en S; y usando (3.2) obtenemos que

t_2‘|7//

2
0.5 < C((Hfﬁélloo,si + 165 loo.s )V llo,s + 1V llo,s: + HV”Ho,si> :

Asi, sumando sobre i y considerando la Proposicién 3.1, obtenemos que:

" 1/2 N " 1/2
<Z 1FQHV"H%@) < C (Hf”?u +9ll5+ D 191G+ ||f/|!(2>,si>
i—1 im1 i—1
(24 W+ i s )
Por lo tanto v € X! O

36



3.2. Esquema Discreto

En esta seccién, introduciremos un esquema discreto basado en elementos finitos para
el problema de la viga de Timoshenko. Con este objetivo, primero consideramos una familia

de particiones del intervalo

7;L2202$0<"'<£EN:L.

Denotamos I; = (z;_1,z;), de longitud h; = z; —x;_1 , j = 1,..., N y denotamos por
h := max h;.
1<j<N

Para aproximar la deformacion de corte transversal, consideramos el espacio de las fun-

ciones lineales a trozos y continuas:
Vii={m € H'(I) s |y, € Pi(Ly), j=1,...,N} C H'(I).

Ahora, para n € H'(I), introducimos su interpolante de Lagrange £(n) € V;,, que satisface:

n 1/2
I = Lm)[r < Ch (Z ||77"||3,zj> v € X,
i=1

n 1/2
ln = L(m)llor < Ch <Z ||77”||3,1j> v e X',

i=1

donde X' := {v € H'(I):v|;, € HX(I;),j =1,...,n}.

Para aproximar el desplazamiento transversal, usaremos el espacio de Hermite, definido
por:
Qn = {w, € H*(I) : wy|y, € P3(L;), j=1,...,N} C H*(I).

Asi, para v € H*(I), consideramos su interpolante de Hermite Z(v) € @y, que satisface las

siguientes estimaciones del error (ver [1, 2]):

n 1/2
lv =Z()ll2r < Ch (Z Hv”’llﬁ,fj> Vo € X7,
i=1
n 1/2
lv=Z(0) s < C* (Z ||v”’||3,zJ> Vv e X7,
i=1
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n 1/2
lv = Z()llo.r < CH? <Z IIU”’||§,1J> o e X7,

=1
donde
X?:={ve H¥I) :v|;, € H¥I;),j =1,...,n},

Introducimos el siguiente espacio discreto:
Hy, = {(nn,vn) € Vi X Qn 1 va(0) = vn(L) = 0y (1 — v,)(0) = (g — v3,)(L) = 0}.

Por otro lado, dado (n,v) € H podemos definir el interpolante que nos ayudard a probar

estimaciones del error:

II(n,v) :== (L(n),Z(v)), (3.18)
A continuacién presentaremos una proposicién que establece estimaciones del error para el

interpolante IT : H —» Hj, en la norma |||(-, )|||x-

Proposicién 3.3 Para (n,v) € H se tiene que ﬁ(n,v) € Hj,. Ademds, safisface la
siguiente estimacion

n 1/2 n 1/2
1[(n,v) = II(n, v)|||m < Ch{ (Z Hv’”Hg,zj> +t (Z Hn”l!ﬁ,fj) } (3.19)
i=1 =1

Demostracion.  Notamos primero que dado (n,v) € H tenemos que

[(n, v) = (£(n),Z(v)) = (1, vn) € Vi X Q-

De este modo II : H —3 Vj, x Q1. Ahora, para poder mostrar que ﬁ(n,v) € Hj, solo nos

falta ver que el interpolante Il preserva las condiciones de contorno. Esto es:
Z(w)(0) =Z(v)(L) =0 y (£(n) +Z(v))(0) = (£(n) +Z(v))(L) = 0.
En efecto, notamos que por propiedades del interpolante Z tenemos que:
Z(v)(0) = va(0) = v(0) =0,
el caso Z(v)(L) = 0 es anélogo a lo anterior. Para (£(n) + Z(v)")(0) observamos que:
(L£(n) +Z(v)")(0) = L(n)(0) + Z(v)'(0) = nu(0) + v4(0) = n(0) +'(0) = (n+ v")(0) = 0,
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pues (n,v) € H. El caso (L(n) + Z(v)")(0) es anédlogo a lo anterior.

Para la demostracién de la estimacién (
Z(v)
11(n,0) = T(m, )\l = [[1(n,0) = (L), Z(0))|[]u

= [lltn = £(n), v = Z(v))l| =

1/2
= {Hv —Z)T;+ (= Lm) + (v =Z)'I7; +12]In — ﬁ(n)\lﬁ,z}

3.19) usamos la desigualdad triangular. En efecto,
)

para (n,v) € H y considerando (£(n) € Hj, se sigue que

1/2
< {Hv —Z)I; + = LR+ (v = Z) [T + ¢~ E(n)l\ﬁ,z}
1/2
= {Hv = I+t = LI, + 1w = Z@)I7 + ¢l — ﬁ(n)!lﬁ,f}
C

1/2
{Ilv —Z(v)ll5,r + %l — E(n)ll?,z}

" n 1/2
< C{h2 (Z ||v"'||3,1j> + 77 (Z Hn”ll?),zj) }
i=1 i=1

n n 1/2
= C’h{ Z ||Um||(2),1j +t Z ||77N||3,1j} )
i=1 i=1
lo que concluye la demostracion. Il

A continuacion presentamos la discretizacién por elementos finitos del Problema 3.4, la

cual consiste en:

Problema 3.5 Hallar (v, wy) € Hy tal que

A((vhs wn)s (s vn)) = F(nn,vn) - V(0n, vn) € Hy,

donde la forma bilineal A : H;, x H, — R vy el funcional lineal F' : H, — R estdn definidos

por

A((yn, wn), (Mhsvn)) = /E(’Yh +wp,) (nn +vp) +t2//ﬂh77h Y (s wh), (M, vn) € Hy,
I I

Flnn,vn) = / Fou+ / gl +0,) Y (quon) € Hi,
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El siguiente resultado corresponde a la version discreta del Teorema 3.1, donde concluimos

la existencia, unicidad y estabilidad del Problema 3.5.

Teorema 3.2 Existe una unica solucion (y,,wy) € Hy, del Problema 3.5 que satisface
la dependencia continua de los datos:

|1 vms wr) | < C (| fllo,z + llgllo,z)

y se tiene la siguiente estimacion de Céa,

(v, w) = (v wi)lllr <€ inf]|(y, w) — (9, on) ||| 714
(Mh,vn)EHR

donde C' es independiente del espesort y de h.

Demostracion.  Aplicacion directa del Teorema 1.1 y Lema 1.1. U

Teorema 3.3 Sean (vy,w) € H y (v, wy) € Hy, las unicas soluciones de los Problemas
continuo y discreto 3.4 y 3.5, respectivamente. Entonces, existe C' > 0 independiente

det, h,f yg tal que
1/2
2 )
0,5;

(v, w) = (v, wi)) |||z < Ch (Hfl i llald ) N MR + D IF]
=1 =1

Demostracion.  Aplicacion directa del Teorema 3.2 y la estimacién (3.19).

Observacion 3.4 La solucion del Problema 3.4 proporciona el desplazamieto y defor-
macion de corte. Ademds, es posible obtener facilmente la rotacion (B recordando que
v = B —w'. En el nivel discreto, esta estrategia corresponde al cdlculo de la rota-
cion como un post-procesamiento de la deformacion de corte y el desplazamieto. Si
(Vn, wp) € Hy es la unica solucion del Problema 3.5, entonces la funcion

Br := v + wh,

es una aprorimacion de la rotacion a mivel discreto.
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Teorema 3.4 Bajo las suposiciones del Teorema 3.3, se tienen las siguientes estima-
ciones del error para (3:

18 = Bn

. . 1/2
1.0 < Ch (||f||3,1 +lgllEs + D g5 + D ||f'||3,si> (3.20)
i=1 i=1

n n 1/2
or gl + > llg'les + > Hf’l\%,s,) (3.21)
i=1 i=1

donde C' > 0 es independiente de h y t.

18 = Bullos < CH? (||f|

Demostracion.  Primero demostraremos (3.20). Considerando 3 := vy +w', By ==y, +w}, ¥y

el Teorema 3.3 se sigue que:

18 = Bullir = Iy +w — (v + wp) 1,1,
= |(v = ) + (w —wy,) |1,
< [y, w) = (Yn, wi))|||

<Ch (HfH%,z +lgllss + D llg’
i=1

n 1/2
g,Si + Z ||f/Hg,SZ> :
=1

Para la demostracién de (3.21) usaremos un argumento de dualidad. Primero, consideremos

los siguientes problemas que estan bien puestos:

Hallar (¢, p) € H tal que

/I E@+0) (x+u) +17 / kX = / (B Bn)(x+u) YoouweH (322

Hallar (¢y, pr) € Hy, tal que

/E (én + 1) Oxn +up) +172 /"@hXh = /(5 = Br)(xn +up,)  V(xn,un) € Hy. (3.23)

1 1 I

Repitiendo los argumentos usados para demostrar los Teoremas 3.1 y 3.2 se demuestra que

(3.22) y (3.23) poseen tunica solucién. Ademas se tiene que (3.22) satisface el siguiente resul-
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tado de regularidad adicional: Existe una constante C' > 0, independiente de t tal que

n 1/2 n 1/2
el + 181+ 1V I + (Zl\p’”\%,si) + (Z Hﬁ”l!?),si>
i=1 i=1

" 1/2 n 1/2
N (z nv'fuasj o (z wuasi)
=1 =1
< clg -l (324)

donde 3 := o+py Vo= t*2/-i(§ — p'). En efecto, considerando la incégnita adicional B y
replicando los argumentos del Lema 3.1, podemos verificar que el sistema (3.22) y el siguiente
son equivalentes: Hallar (3, p) € HL(I) x HL(I) tal que:

JEFe v [n(B-s) =01 = [5-m¢ VievemnxmD. G2

Ahora, usando la variable V' y su descomposicion

V=4, (3.26)

1 [~
con r = (Z /V) € Ry A € Hi(I), obtenemos que el sistema (3.25) y el siguiente son
I
equivalentes: Hallar (\, ¢, 7, p) € Hg(I) x H}(I) x R x Hy(I) tal que
(

/)\'v' =0 Yve Hy(I),

I

/IEB’n’Jr/Im:/I(ﬂ—ﬁh)n—/lp'n v € Hy(I),

~ r N
/ﬁq—t2 ;q:tz 2 yyeR,
I I

7 R

/ﬂa’:/ﬁa’-ﬂ/é—r—t?/ﬁ V6 € HA(I).
\ JI I Ik IR

De la primera ecuacién de (3.27) tenemos que A = 0. Asi, repitiendo los argumentos usados

(3.27)

para demostrar las Proposiciones 3.1 y 3.2, concluimos el resultado de regularidad adicional
(3.24). Ademés podemos demostrar que las tinicas soluciones (¢, p) € H y (¢, pn) € Hy, de

los problemas (3.22) y (3.23) satisfacen la siguiente estimacion del error:

(0, p) = (n, pr)l[|r < Ch|B = Bullo,z- (3.28)
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En efecto, usando la estimacién de error (3.19) del interpolante II tenemos que:

(@, p) = (P, pu)lllg <€ inf {[[(¢, p) = (Xn un)|l| =

(Xh>un)EHR

< C|l[(¢:p) = 11(6, p)||u
= Cll[(6 = L(9),p = Z(p)lllu

. n 1/2
= Ch{ (Z ||p”’||3,fj> + (Z ||¢"||3Jj) }
i=1 i=1
. n 1/2
< Ch{ (Z H,o’”||(2)75i> +172 (Z ||¢”||3,si) }
=1 =1

< Ch|B = Bullo,r-

Ahora, escogiendo (x,u) = (7 — yp, w — wy) en la ecuacién (3.22), tenemos que:

18— Bul2, = / E(6+0) (o) +17 / kb,

1 I

- / E(6+0) (7= m) + (w — wy)) +17 / ROy — 1)-

1 1

Por otro lado, usando la ortogonalidad del error

A((y =Y, w — wn), (n, pr) =0 V(dn, pn) € Hy,

se sigue que

18— Bul2, = / E(6+pY (=) + (w0 — wn)) + 17 / k(v — )

I

- /E (v =) + (w —wp)) (¢ + pf) —t 2 //@(7 — V) ®n,

I I
A((Y = Y, w — wn), (¢ — O, p — pn)),

< N0y = vnw = wn)|[[ull[(¢ = bn, p = pu)ll| 1

Finalmente, usando el Teorema 3.3 y la estimacién del error (3.28), se sigue que

n n 1/2
18 = Bulle., < Ch <||f\|3,1 +lgl5s+ D19 lIFs, + D ||f’||3,si> |8 = Bhllo.r,
=1 =1

n n 1/2
= Ch? (Hf\l%,z g5+ D llg' s, + D I\f'Hg,sZ) 16 = Bullo.z,
i=1 i=1

lo que concluye la demostracion.
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3.3. Resultados Numéricos

En esta seccién presentaremos ensayos numéricos realizados en un coédigo MATLAB, que
consisten en la implementacién de elementos finitos de Lagrange y Hermite. Estos experi-
mentos numéricos nos ayudaran a confirmar el buen funcionamiento de nuestro esquema de
elementos finitos. Comenzamos introduciendo algunas notaciones. La variable N correspon-
dera al nimero de grados de libertad, donde N := dim(H}). Por otro lado, definimos los

errores individuales por:

_ 1/2
eo(v,w) = {110y +w') = (v +wp) I3 r + 72y = llgs + lw —wallf 1}

eo(7) == lv = mllor, () :=Illv =l eo(w) == llw—wallor,
e1(w) = lw —wpll11, ex(w) = [[w—wpllar, eo(B) = 8= Bullos, e1(B) =18~ Bn
donde (y,w) € H y (n,wy) € Hy, son las tnicas soluciones de los problemas (3.4) y (3.5),

1,1,

respectivamente.

Se definen las tasas experimentales de convergencia (rc¢;) para los errores e;(+) por:

o OB/
o log(h/I)

donde h y I’ denotan dos tamanos de mallas sucesivas, e y ¢’ denota los errores correspon-

i=0,1,2,

dientes.
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Test 1. Sea I = (0,1). Se consideré E(z) = 1, r(z) = 4, g(z) = 0y f(zx) =
—8m3¢t3

cos(2mz) de modo que las soluciones exactas estan dadas, respectivamente, por:

u(w) = (Z2+ 1) (1 - o),

k| 2m
—4 2t2
v(z) = "% sen (27x),
K

B(x) = sen(2mzx).

En lo que sigue, consideraremos distintos valores del espesor ¢ para observar el comporta-
miento del método de elementos finitos con respecto a este parametro. Ademas, verificaremos

experimentalmente que el método propuesto es libre de bloqueo.

En el Cuadro 3.1 presentamos errores y tasas de convergencia para el esfuerzo de corte
y el desplazamiento en la norma || (-, -)||z. Ademds en los Cuadros 3.2 y 3.3 se presentan los

errores y tasas para la variable rotacion.

doof 1/h t=10e—3 t=10e—4 t=10e—5
€o (77 w) rCo (’77 U)) €o (7» U)) TrCo (77 w) €o (’77 U}) rCo (77 U})
17 16  2.0766e — 02 —— 1.9302¢ —4 —— 1.9302¢e —4 ——
33 32 5.8252e — 03 2.88 54113e —5  2.88 5.4113e —5 2.88
65 64 1.5463e — 03 2.94 1.4362¢e — 5  2.94 1.4362e — 5 2.94
129 128 3.9858e — 04 2.97 3.7018e — 6 2.97 3.7018¢ — 6 2.97
257 256 1.0120e — 04 2.98 9.3986e — 70 2.98 9.3986e — 7  2.98

Cuadro 3.1: Errores y tasas de convergencia en la norma ||(+, )| #.
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dof 1/h t=1.0e—3 t=1.0e—4 t=1.0e—-5
eo () reo (B) e (B) reo (B)  eo (B) ro (B)
17 16 1.6493e—6 —— 1.6557e =6 —— 1.6557e =6 ——
33 32 2.4469¢ —7 2.88 2.4563¢ —7  2.88 2.4563e —7  2.88
65 64 6.0765¢ — 08 2.94 3.3578e —8  2.94 3.3578¢ —8  2.94
129 128 1.3622¢ — 08 2.97 4.3939e —9 297 43939 —9 297
257 256 3.3032¢ — 09 2.98 5.6211e — 10 2.98 5.6211e — 10 2.98
Cuadro 3.2: Error y tasa de convergencia en la norma || - |o.s.
doof 1/h t=10e—3 t=1.0e—4 t=1.0e—5
e1 (B) ra (B) el () ren(B) e (B) rey (B)
17 16 2.014le—-2 —— 1.930le -4 —— 1.930le -4 ——
33 32 5.6519e —3 1.92 0.4112e — 5 1.92 0.4112e — 5 1.92
65 64 1.5004e —3 1.96 1.4362¢ —5 1.96 1.4362e —5 1.96
129 128 3.8677e—4 1.98 3.7018¢e — 6 1.98 3.7018¢e — 6 1.98
257 256 9.820le—5 1.99 9.3986e — 7 1.99 9.3986e — 7  1.99
Cuadro 3.3: Error y tasa de convergencia en la norma || - |1 s.

Podemos apreciar que para distintos valores del paramétro de espesor, el método numéri-
co es convergente independiente del tamano de dicho pardmetro. Ademas, podemos ver el
orden de convergencia en la norma ||(-, -)|| 7, es mayor al esperado, de acuedo a lo demostrado

en el Teorema 3.3.
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A continuacién, mostraremos en las Figuras 3.1 y 3.2 las graficas de las soluciones exactas

versus las aproximadas para las variables w,~y,w’ y 8 para un espesor t = 0.1 y distintos

grados de libertad.

Solucion Exacta v/s Aproximada

Solucion Exacta vis Aproximada

035 01
—
03 wix) || — X
\ 005
025
g N\ -
= 02 \ =
> ° 0
® 015 =
K] =
01 -0.05F
005
0 -0.1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 05 06 07 08 09 1
x x
Solucion Exacta vis Aproximada Solucion Exacta v/s Aproximada
15 1
dw, (x) ,‘(X)
1 —_— dw(x)
05f
X 05 =
= 2
2 b
> 0 A > of
g g
3 05 1 2
-05
» ————/ ]
-15 -1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 I 01 02 03 1

Figura 3.1:

Solucion Exacta vis Aproximada

Graficas de las soluciones exactas

vs. aproximadas parat = 0.1 y N = 5.

Solucion Exacta v/s Aproximada

035 T T - T : 0.1
~
// N\ — w0
03 / \L wi)
/ \ 0.05
025 /
= =
5 02 / \ i‘
s / \ > 0
= 015 / \ ®
H / >
0.1 / 005
0.05 /
ob== — -0.1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x x
Solucion Exacta /s Aproximada Solucion Exacta vis Aproximada
15 T r 1 T T T T :
aw, (x) / JE—y)
1 ~. awi) [ b(x)
/ N 05l
E o5 / \ -
= %
E% \ =
> 0 > 0
£ \ g
3 05 \\ a /
\ -05
-1 Y,
/
15 -1
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 3.2: Graficas de las soluciones exactas vs. aproximadas para t = 0.1 y N = 50.

Podemos ver que, a medida que aumentamos el nimero de grados de libertad, la solucién
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obtenida por nuestro método se va aproximando a la solucén exacta, independiante del

parametro ¢

Ahora presentaremos en las Figuras 3.3 y 3.4 las curvas de error, es decir, un grafico
log-log de errores vs. los grados de libertad para las variables w,~,w’ y [, considerando

distintos espesores.

—o— 11,y -
—— Iy, - ¥llg,
—o— Iy, ¥l
—o— W, - wily,
—e— v, - wl,,

1w, = wl,,

IIo, - bll,
—e— o, - bll,,

0 \ |
ot +4
10" \ |
L L
10' 10°

Degrees of Freedom

Erors

Figura 3.3: Gréfica log-log de errores vs. numero de grados de libertad para espesor t = 0.1.

—o— 11, ) - (Il
—o— Iy, -l
—o— Iy, - ylly,
—o— W, - wily,
—e— v, wl,,

Iw, -l

IIb, = bl
—e— o, - bll,,

Errors
T

Degrees of Freedom

Figura 3.4: Grafica log-log de errores vs. numero de grados de libertad para espesor ¢t =
0.00001.
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Test 2. Se considero:

e 05 0<z<05, e*, 0<z<05
E(z) = K(T) =
e 05<x<l1, e 05< <1,
e %%  0<z<0.5, g(x) =0.

fz) =

—e%Pe ™ 05 <z <1,

Hemos considerado E(x), k(z) y f(z) continuas a trozos. Como lo requiere la teoria. La
solucion analitica de este ejemplo particular se puede obtener resolviendo los problemas
correspondientes en (0,0.5) y (0.5,1) en términos de los valores desconocidos en = = 0.5
y haciendo coincidir las soluciones en este punto.

En el Cuadro 3.4 presentamos errores y tasas de convergencia para el esfuerzo de corte y
el desplazamiento en la norma |[[(-,-)||z. Ademé&s en los Cuadros 3.5 y 3.6 se presentan los

errores y tasas para la variable rotacion.

dof 1/h t=10e—3 t=1.0e—-14 t=1.0e—5

t72eo(y)  ra(y) t?eo(y) reo (w) e (v) reo (7)

17 16 7.1262¢e -6 —— 7.1382e — 08 —— 7.1382¢ — 10 ——
33 32 1.9358e -6 1.93 1.9391e =8  1.93 1.9391e — 10 1.93
65 64  5.046le—7 1.96 5.0548¢ —9  1.96 5.0548¢ — 11 1.96
129 128 1.2882e —7 1.98 1.2904e —9  1.98 1.2904e — 11 1.98
257 256 3.2542¢ —8 1.99 3.2599¢ — 10 1.99 3.2599¢ — 12 1.99

Cuadro 3.4: Errores y tasas de convergencia en la norma ||(-, )| x.
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dof 1/h t=1.0e—3 t=1.0e—4 t=1.0e—-5
eo (0') reo (B)  eo (B') reo (B) e () ro (4)
17 16 1.9227e —4 —— 1.930le —4 —— 1.930le =4 ——
33 32 5.3907e -5 1.92 5.4112e — 5 1.92 5.4112e — 5 1.92
65 64 1.4307e —5 1.96 1.4362e —5 1.96 1.4362e — 5 1.96
129 128 3.6878e —6 1.98 3.7018e — 6 1.98 3.7018¢ — 6 1.98
257 256 9.3629¢ —7 1.99 9.3986e — 7 1.99 9.3986e — 7 1.99
Cuadro 3.5: Error y tasa de convergencia en la norma || - |o.s.
doof 1/h t=10e—3 t=1.0e—4 t=1.0e—-5
e (v,w)  reg(y,w) en(y,w) o rep(v,w) en(y,w) o ren (v,w)
17 16 1.9259¢ -4 —— 1.9302e —4 —— 1.9302¢ —4 ——
33 32 5.3991le—-5 1.92 5.4113e —5 192 5.4113e —5 1.92
65 64 1.4329¢ -5 1.96 1.4362e —5 1.96 1.4362e —5 1.96
129 128 3.6933e —6 1.98 3.7018¢ — 6 1.98 3.7018e — 6 1.98
257 256 9.3770e —7 1.99 9.3986e — 7 1.99 9.3986e — 7 1.99
Cuadro 3.6: Error y tasa de convergencia en la norma || - |1 s.
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A continuacion, las Figuras 3.5 y 3.6 muestran las graficas de las soluciones exactas

versus las aproximadas para las variables w,~y,w’ y f para t = 0.001 y distintos grados de

libertad.
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Figura 3.6: Graficas de las soluciones exactas vs. aproximadas para t = 0.001 y N = 50.
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Ahora presentaremos en las Figuras 3.7 y 3.8 las curvas de error para las variables w, v, w’

y 3, considerando distintos espesores.

107 T ——————T T T
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Figura 3.7: Gréfica log-log de errores vs. nimero de grados de libertad para espesor t = 0.1.
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Figura 3.8: Grafica log-log de errores vs. nimero de grados de libertad para espesor t =
0.00001.
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Test 3. Para este test consideramos las siguientes funciones:

1, 0<z<0.5, e’, 0<z2<0.5,
E(z) = K(z) =
e” 05<x< 1, el?2 05<2<1,
T 0<x<05 _
) = ) g(l') =0
flz) =

e ” 05<x<1,

En este caso, hemos considerado E(x), k(z) y f(z) continuas a trozos. Como lo requiere
la teoria. La solucién analitica de este ejemplo particular se puede obtener resolviendo
los problemas correspondientes en (0,0.5) y (0.5,1) en términos de los valores descono-
cidos en z = 0.5 y haciendo coincidir las soluciones en este punto.

A continuacién, en el Cuadro 3.7 presentamos errores y tasas de convergencia para el esfuerzo
de corte y el desplazamiento en la norma |[|(-,-)||z. Ademds en los Cuadros 3.8 y 3.9 se

presentan los errores y tasas para la variable rotacién.

d.o.f 1/h t=1.0e—3 t=1.0e—-4 t=1.0e —5

t2eg () reo (7)  t2e0 () reo (w)  t%eg () rco ()
17 16 7.1262¢e — 6 —— 7.1382¢ — 08 —— 7.1382¢ — 10 ——
33 32 1.9358¢ —6 1.93 1.9391e — 8§ 1.93 1.9391e — 10 1.93
65 64 5.0461le — 7 1.97 5.0548e — 9 1.97 5.0048e — 11  1.97
129 128 1.2882¢ —7 1.98 1.2904e — 9 1.98 1.2904e — 11  1.98
257 256 3.2542¢ — 8 1.99 3.2599¢ — 10 1.99 3.2599¢ — 12 1.99

Cuadro 3.7: Errores y tasas de convergencia en la norma ||(-, )| #.
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dof 1/h t=1.0e—3 t=1.0e—4 t=1.0e—-5

eo (8') reo (B')  eo (B) reo (8) e (B) reo (8')

17 16 1.9227¢ -4 —— 1.930le -4 —— 1.930le =4 ——
33 32 5.3907e -5 1.92 5.4112e — 5 1.92 5.4112e — 5 1.92
65 64 1.4307e —5 1.96 1.4362e —5 1.96 1.4362e —5 1.96
129 128 3.6878e —6 1.98 3.7018¢ — 6 1.98 3.7018¢ — 6 1.98
257 256 9.3629¢ —7 1.99 9.3986e — 7 1.99 9.3986e — 7 1.99

Cuadro 3.8: Error y tasa de convergencia en la norma || - |o.s.
doof 1/h t=10e—3 t=1.0e—4 t=1.0e—-5
€ (77 w) rCH (77 U)) eH (77 w) rca (77 w) €H (’Ya U}) rcg (77 ’UJ)
17 16 1.9259e —4 —— 1.9302e —4 —— 1.9302e -4 ——
33 32 5.3991le—5 1.92 5.4113e —5 1.92 5.4113e —5 1.92
65 64 1.4329e -5 1.96 1.4362e —5 1.96 1.4362e —5 1.96
129 128 3.6933e —6 1.98 3.7018¢ — 6 1.98 3.7018¢ — 6  1.98
257 256 9.3770e -7 1.99 9.3986e — 7 1.99 9.3986e — 7 1.99
Cuadro 3.9: Error y tasa de convergencia en la norma || - |1 s.

Podemos apreciar que para distintos valores del paramétro de espesor, el método numéri-
co es convergente independiente del tamano de dicho parametro. Ademads, podemos ver el
orden de convergencia en la norma ||(+, -)|| &, es mayor al esperado, de acuedo a lo demostrado

en el Teorema 3.3.
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A continuacién, en las Figuras 3.9 y 3.10 se muestran las graficas de las soluciones exactas
versus las aproximadas para las variables w,~y,w’ y 8 para un espesor t = 0.1 y distintos
grados de libertad.
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Figura 3.9: Graficas de las soluciones exactas vs. aproximadas parat =0.1 y N = 5.
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Figura 3.10: Graficas de las soluciones exactas vs. aproximadas para t = 0.1 y N = 50.
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Ahora presentaremos en las Figuras 3.11 y 3.12 las curvas de error para las variables

w,y,w vy B, considerando distintos espesores.
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Figura 3.11: Grafica log-log de errores vs. nimero de grados de libertad para espesor t = 0.1.
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Figura 3.12: Grafica log-log de errores vs. nimero de grados de libertad para espesor t =
0.00001.
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Observacion 3.5 Es importante resaltar que si los datos E(x) y k(x) no satisfacen
sus hipotesis correspondientes, nuestro método de elementos finitos no serda convergen-
te, esto se puede apreciar en el siguiente test donde consideramos k(x) como funcion
discontinua en x = 0.5.

Test 4. Para este test consideramos las siguientes funciones:

1, 0<x<0.5, e, 0<x<0.5,
E(z) = k(x) =

e™ 05<z<1, 1, 05<x<1,

x, 0<zx<0.5, g(z) = 0.

e? 052 <,

En este caso, hemos considerado x(z) con una discontinuidad en x = 0.5. La solucién
analitica de este ejemplo particular se puede obtener resolviendo los problemas corres-
pondientes en (0,0.5) y (0.5,1) en términos de los valores desconocidos en z = 0.5 y
haciendo coincidir las soluciones en este punto.

En el Cuadro 3.10 se presentan errores y tasas de convergencia para el esfuerzo de corte
y el desplazamiento en la norma ||(-,-)||y, en donde se puede apreciar que el método no

converge.

N 1/h eq(y,w) reo (77, w)

o 4 1.3053e — 2 —

9 8 9.2307e — 3 0.59
17 16 7.0537e — 3 0.41
33 32 6.1236e — 3 0.21
65 64  5.7953e — 3 0.08
129 128 5.6859¢ — 3 0.03

Cuadro 3.10: Andlisis para t = 0.1. Error y tasa de convergencia en la norma ||(-, )| a.
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Observacion 3.6 A continuacion presentaremos Test numéricos, en donde aumenta-
mos el grado polinomial para la aproximacion de la variable . Asi el espacio discreto
H), queda definido como:

Hy = { (n,vn) € Vi x Qn: 04(0) = va(L) = 0.y (mn = 04)(0) = (m — v} )(L) = O]

donde
Vie={mn € H'(I) iy, € Po(Iy), j=1,....N} C H'(I).

La idea de aumentar el grado polinomial es para ver si el método de elementos finitos
mantiene o aumenta el orden O(h?) presentado en los Test numéricos anteriores, donde
se aproxima 7y por funciones lineales a trozos. Ademds, para estos nuevos ejemplos
numéricos consideremos mallas distintas a las usadas anteriormente.

Test 1. Sea I = (0,1). Se consider6 E(z) = 1, k(z) = 4, g(z) = 0y f(z) =
—8m3¢t3

cos(2mz) de modo que las soluciones exactas estan dadas, respectivamente, por:

u(e) = (254 - ) (1 - o),

k| 2m
—4m?t?
v(z) = T sen (27x),
K

B(x) = sen(2mz).

En lo que sigue, consideraremos distintos valores del espesor ¢ para observar el comporta-
miento del método de elementos finitos con respecto a este parametro. Ademas, verificaremos

experimentalmente que el método propuesto es libre de bloqueo.

En el Cuadro 3.11 presentamos errores y tasas de convergencia para el esfuerzo de corte
y el desplazamiento en la norma ||(-,-)||z. Ademds en los Cuadros 3.12 y 3.13 se presentan

los errores y tasas para la variable rotacion.
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N t=10e—-3 t=1.0e —4 t=10e—-5
en (v, w)  rem(v,w) e (v,w) ey (v,w) en (y,w)  ren (v, w)
) 1.789le—1 —— 1.7887¢ —1 —— 1.7887¢ -1 ——
9 6.5022e —2 1.72 6.5015e —2 1.72 6.5015e —2 1.72
17 2.0142e —2 1.84 2.0141e—2 1.84 2.0141e—2 1.84
33 5.6520e —3 1.92 5.6519¢ —3 1.92 2.6519¢ —3 1.92
65 1.5004e —3 1.96 1.5004e —3 1.96 1.5004e —3 1.96
129 3.8677e —4 1.98 3.8677e —4  1.98 3.8677e —4 1.98
Cuadro 3.11: Errores y tasas de convergencia en la norma ||(-, )| x.
N t=10e—-3 t=10e—-4 t=10e—-5
eo (5) reo (B)  eo (B) reo (B) o () reo (B)
5 4.5951le =3 —— 4.595le =3 —— 4.595le =3 ——
9 1.0028¢ — 3 2.59 1.0028e — 3 2.59 1.0028¢ — 3 2.59
17 1.7264e —4 2.77 1.7264e —4  2.77 1.7264e —4 2,77
33 2.5650e —5 2.87 2.5650e — 5  2.87 2.5650e — 5  2.87
65 3.5079e —6 2.93 3.5079¢ — 6 2.93 3.5079e¢ — 6 2.93
129 4.5908e — 7 2.97 4.5908e —7 2.97 4.5908e — 7 2.97
Cuadro 3.12: Error y tasa de convergencia en la norma || - |o,s.
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N t=10e—-3 t=1.0e—4 t=10e—-5

e1(B) re1 (B) e (B) rer (B) e (B) rey (B)

5 1.788le —1 —— 1.788le—1 —— 1.7881e =1 ——
9 6.5007e —2 1.72 6.5007e —2 1.72 6.5007¢ —2 1.72
17 2.0141le—2 1.84 2.0141e—2 1.84 2.0141e—2 1.84
33 5.6519¢e —3 1.92 5.6519¢ —3 1.92 5.6519¢ —3 1.92
65 1.5004e —3 1.96 1.5004e —3 1.96 1.5004e —3 1.96
129 3.8677¢ —4 1.98 3.8677e —4 1.98 3.8677e —4 1.98

Cuadro 3.13: Error y tasa de convergencia en la norma || - || s.

Podemos apreciar que para distintos valores del paramétro de espesor, el método numéri-
co es convergente independiente del tamano de dicho pardametro. Ademas, podemos ver el

orden de convergencia en la norma ||(-, )|z, se mantiene en O(h?).
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Test 2. Se considero:

e 05 0<z<05, e*, 0<z<05
E(z) = K(T) =
e 05<x<l1, e 05< <1,
e %%  0<z<0.5, g(x) =0.

fz) =

—e%Pe ™ 05 <z <1,

Hemos considerado E(x), k(z) y f(z) continuas a trozos. Como lo requiere la teoria. La
solucion analitica de este ejemplo particular se puede obtener resolviendo los problemas
correspondientes en (0,0.5) y (0.5,1) en términos de los valores desconocidos en = = 0.5
y haciendo coincidir las soluciones en este punto.

En el Cuadro 3.14 presentamos errores y tasas de convergencia para el esfuerzo de corte y
el desplazamiento en la norma || (-, -)||z. Ademas en los Cuadros 3.15 y 3.16 se presentan los

errores y tasas para la variable rotacion.

N t=10e—-3 t=1.0e —4 t=10e—-5

e (y,w) reg(v,w) e (v,w)  rem(v,w) em(yv,w)  rem (v, w)

) 1.7891le =1 —— 1.7887¢ =1 —— 1.7887e =1 ——
6.5022e — 2 1.72 6.5015e —2 1.72 6.5015e — 2 1.72
17 2.0142¢ -2 1.84 2.0141le -2 1.84 2.0141le -2 1.84
33 5.6520e —3 1.92 0.6519¢ — 3  1.92 5.6519¢ — 3 1.92
65 1.5004e —3 1.96 1.5004e —3 1.96 1.5004e —3 1.96
129 3.8677e —4 1.98 3.8677e —4 1.98 3.8677e —4 1.98

N

Cuadro 3.14: Errores y tasas de convergencia en la norma ||(-, )| x.
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N t=10e—-3 t=1.0e—-4 t=10e—-5
eo (B) reo (B)  eo (B) reo (B)  eo (B) reo (B)
5 4.595le —3 —— 4595le —3 —— 4.595le —3 ——
9 1.0028¢ —3  2.59 1.0028¢ —3  2.59 1.0028¢ —3  2.59
17 1.7264e —4  2.77 1.7264e — 4 2.77 1.7264e — 4  2.77
33 2.5650e —5 2.87 2.5650e —5 2.87 2.5650e —5 2.87
65 3.5079¢ —6 2.93 3.5079¢ — 6 2.93 3.5079¢ — 6 2.93
129 4.5908e —7 2.97 4.5908¢ — 7 2.97 4.5908e — 7 297
Cuadro 3.15: Error y tasa de convergencia en la norma || - |o.s.
N t=10e—-3 t=1.0e—4 t=1.0e—-5
e1 () ren(B) e (B) ren(B) e (B) rei (B)
5 1.788le — 1 —— 1.788le =1 —— 1.788le — 1 ——
9 6.5007e —2 1.72 6.5007¢ —2 1.72 6.5007e —2 1.72
17 2.014le—2 1.84 2.0141e—2 1.84 2.0141e—2 1.84
33  5.6519e —3 1.92 5.6519¢ —3 1.92 5.6519¢ —3 1.92
65 1.5004e —3 1.96 1.5004e —3 1.96 1.5004e —3 1.96
129 3.8677e —4 1.98 3.8677e —4 1.98 3.8677¢e —4 1.98
Cuadro 3.16: Error y tasa de convergencia en la norma || - ||1 ;.
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Test 3. Para este test consideramos las siguientes funciones:

17
E(z) =

e’

x?
flzx) =

e,

En este caso, hemos considerado E(x), k(z) y f(z) continuas a trozos. Como lo requiere
la teoria. La solucién analitica de este ejemplo particular se puede obtener resolviendo
los problemas correspondientes en (0,0.5) y (0.5,1) en términos de los valores descono-

0<z<0.5,

05 <z<1,

0<z<0.5,

06 <z <1,

cidos en z = 0.5 y haciendo coincidir las soluciones en este punto.

A continuacién, en el Cuadro 3.17 presentamos errores y tasas de convergencia para el
esfuerzo de corte y el desplazamiento en la norma ||(-,-)|| . Ademds en los Cuadros 3.18 y

3.19 se presentan los errores y tasas para la variable rotacién.

N t=10e—3 t=1.0e —4 t=1.0e—5
eq (v,w) reg(v,w) em(v,w) rem(v,w) em(v,w) rem (v, w)

5  1.789le—1 —— 1.7887¢ —1 —— 1.7887¢ —1 ——
9 65022 —2 1.72 6.5015¢ — 2  1.72 6.5015¢ — 2  1.72
17 20142 —2 1.84 2.014le — 2 1.84 2.014le — 2 1.84
33 5.6520e —3 1.92 5.6519¢ — 3 1.92 5.6519¢ — 3 1.92
65 1.5004e —3 1.96 1.5004e — 3 1.96 1.5004e — 3 1.96
129 3.8677e —4 1.98 3.8677¢ —4 1.98 3.8677e —4 1.98

Cuadro 3.17: Errores y tasas de convergencia en la norma ||(-, )| x.
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N t=10e—-3 t=1.0e—-4 t=10e—-5

eo (B) reo (B)  eo (B) reo (B)  eo (B) reo (B)
5 4.595le —3 —— 4595le —3 —— 4.595le —3 ——
9 1.0028¢ —3  2.59 1.0028¢ —3  2.59 1.0028¢ —3  2.59
17 1.7264e —4  2.77 1.7264e — 4 2.77 1.7264e — 4  2.77
33 2.5650e —5 2.87 2.5650e —5 2.87 2.5650e —5 2.87
65 3.5079¢ —6 2.93 3.5079¢ — 6 2.93 3.5079¢ — 6 2.93
129 4.5908e —7 2.97 4.5908¢ — 7 2.97 4.5908¢ — 7 2.97

Cuadro 3.18: Error y tasa de convergencia en la norma || - ||o.s.
N t=10e—-3 t=1.0e—4 t=1.0e—-5

e1 () ren(B) e (B) ren(B) e (B) rei (B)
5 1.788le — 1 —— 1.788le =1 —— 1.788le — 1 ——
9 6.5007¢ —2 1.72 6.5007¢ —2 1.72 6.5007e —2 1.72
17 2.014le—2 1.84 2.0141e—2 1.84 2.0141e—2 1.84
33  5.6519e —3 1.92 5.6519¢ —3 1.92 5.6519¢ —3 1.92
65 1.5004e —3 1.96 1.5004e —3 1.96 1.5004e —3 1.96
129 3.8677e —4 1.98 3.8677e —4 1.98 3.8677¢e —4 1.98

Cuadro 3.19: Error y tasa de convergencia en la norma || - ||1 ;.

Podemos apreciar que para distintos valores del paramétro de espesor, el método numéri-
co es convergente independiente del tamano de dicho parametro. Ademas, podemos ver el

orden de convergencia en la norma ||(-, )|z, se mantiene en O(h?).
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CONCLUSIONES

En esta tesis se presenté una formulacion variacional alternativa a las ya estudiadas en
[3, 10] para el problema de Timoshenko, en el cual se introduce como cambio de variable la
deformacion de corte transversal escrito en términos de la rotacion y la derivada del desplaza-
miento de tal forma de obtener un problema variacional que fue estudiado a nivel continuo,
demostrando existencia y unicidad de solucién y que la solucién depende continuamente
de los datos. Se demostro regularidad adicional de las soluciones del problema, usando los

resultados de regularidad obtenidos en [10].

Se introdujo un método de elementos finitos que aproxima la deformacion de corte trans-
versal con funciones lineales a trozos y el desplazamiento con funciones cibicas a trozos.
Ademas se mostro que el problema variacional a nivel discreto esta bien puesto y tiene

solucion tnica por Lax-Milgram y depende continuamente de los datos.

Presentamos distintos ejemplos numéricos en donde se consideraron distintos espesores,
para observar el comportamiento del método de elementos finitos con respecto a este parame-
tro. Ademads, se logro verificar el orden de convergencia lineal en la norma ||(-,-)|/ g, lo cual

implicé que nuestro método sea libre de bloqueo numérico.

En eventuales trabajos futuros se podrian considerar las siguientes tareas:

» Demostrar teéricamente los ordenes O(h?) y O(h?*) que se obtuvieron numéricamente.

» Extender los resultados obtenidos en los Capitulo 3 considerando condiciones de con-

torno mas generales para la viga de Timoshenko.

= Analizar el problema de valores propios para la viga de Timoshenko considerando el

cambio de variable propuesto en este trabajo.

» Estudiar otros métodos de elementos finitos para la viga de Reddy-Bickford.
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